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摘 要 外尔半金属是拓扑半金属家族中的一员。理想的外尔半金属费米面附近有且

仅有非简并价带和导带形成的孤立能带交叉点，其低能激发准粒子可以用描述手性外尔费米子

的外尔方程来刻画。在三维固体中形成外尔半金属态需要破缺时间反演、中心反演以及它们的

组合对称操作。外尔点(即能带交叉点)具有拓扑稳定性和确定的手性或磁荷，且左右手性外尔

点需成对出现。非磁性外尔半金属TaAs家族材料的发现，使得研究具有手征性的电子态，及

其导致的新物性、新现象成为可能。与非磁性外尔半金属相比，磁性外尔半金属可以仅仅具有

一对外尔点，是最简单的外尔半金属，有利于物理机理的分析。磁性外尔半金属可用于实现具

有本征磁性的量子反常霍尔效应，提供了通过外磁场来调控外尔点及其相关效应的新手段。文

章介绍了磁性外尔半金属的理论模型、拓扑数计算等基本原理，简要回顾了一些典型材料的理

论计算和实验研究进展，并介绍了磁性拓扑量子化学理论和磁性拓扑材料的高通量计算，最后

讨论了磁性外尔半金属的发展前景和未来的研究方向。

关键词 磁性外尔半金属，第一性原理计算，量子反常霍尔效应

Abstract A Weyl semimetal(WSM) is a member of the topological semimetal family. An

ideal WSM has, and only has, isolated band crossing points formed by the nondegenerate valence

and conduction bands near the Fermi level. The low energy excitation of its quasiparticles can be

characterized by the Weyl equation describing the chiral Weyl fermions. The formation of WSM

states in three- dimensional solids requires breaking of the time reversal symmetry, inversion

symmetry, and their combined symmetry. The Weyl point, i.e., the band crossing point, has

topological stability and definite chirality or magnetic charge, and the left- and right-handed chiral

Weyl points must appear in pairs. The discovery of the nonmagnetic Weyl semimetal TaAs family

of materials makes it possible to study the electronic states with chiral properties and the new

physical properties and phenomena caused by them. Compared with nonmagnetic WSMs,

magnetic Weyl semimetals can have one pair of Weyl points, which is the simplest type and is

useful for the analysis of physical mechanism. They can be used to realize the quantum anomalous

Hall effect with intrinsic magnetism, which provides a new means to control Weyl points and
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1 引言

近年来，在凝聚态物理学领域中，针对材料

拓扑相的研究发展十分迅速 [1]。2005 年 Kane 和

Mele提出时间反演对称可以导致拓扑不变量Z2来

标识绝缘体的拓扑相 [2]，不同于陈数或TKNN数

等用来标识破缺时间反演对称的整数量子霍尔效

应或量子反常霍尔效应。对于Z2非平庸的拓扑绝

缘体来说，其体态虽然和普通绝缘体一样有能

隙，但在表面上却存在无能隙的线性色散表面

态。该表面电子态在保持时间反演对称微扰下具

有拓扑稳定性，电子的自旋与动量相互锁定，在

开发低能耗、多功能新型电子自旋器件方面具有

潜在应用价值。

这样的对称性保护的拓扑分类既可以从时间

反演推广到更多的晶体对称，也可以从绝缘体推

广到金属体系，从而导致拓扑金属态。理想拓扑

金属的费米能级附近有且仅有导带和价带形成的

交点或交线，具有零费米能态密度或完全补偿的

电子或空穴载流子，因此称之为拓扑半金属。当

前，拓扑半金属家族按照能带交叉点的简并度和

分布情况，可以分为狄拉克(Dirac)半金属[3]、外尔

(Weyl)半金属[4，5]和节线(nodal line)半金属[6]、多重

简并点半金属[7]等。对于外尔半金属来说，它在

费米能级附近由非简并的导带和价带交叉形成狄

拉克锥型线性色散，其低能激发可以用Hermann

Weyl在 1929年提出的外尔方程来描述[8]。由于该

方程用来描述具有特定手性，且无质量的外尔费

米子，因此被称为外尔半金属。

根据不可行定理(no-go theorem)，外尔半金属

中具有相反手性的外尔点一定成对出现。当外尔

点投影到材料表面时，可以观察到相反手性的外

尔点都由费米弧相连，而费米弧的数目由投影外

尔点的拓扑荷决定，且上表面的费米弧会穿过体

态的外尔点连接到下表面的费米弧来保持连续

性，形成所谓的外尔轨道 [9]。外尔点是贝里曲率

的源或漏，被认为是动量空间中的磁单极子，导

致电子具有反常速度和轴子场磁电耦合等，从而引

起反常的输运性质，包括反常霍尔效应[10]、手性反

常引起的负磁阻效应[11]、磁场诱导的与表面外尔轨

道相关的量子振荡[12，13]和非线性光学响应[14，15]等。

外尔半金属一般分为两类：破坏时间反演对

称性 ( T ) 的磁性外尔半金属和破坏空间反演对称

性 ( P ) 的非磁性外尔半金属。如果系统满足联合

对称性 P∙T ，由于Kramers定理，能带在布里渊

区中处处自旋简并，外尔点将会彼此重合变成四

重简并的狄拉克点 [16]。因此要想获得外尔半金

属，必须破缺其中某一种对称性。人们首先实现

的外尔半金属是中心反演破缺的非磁性外尔半金

属，理论预言[17]和实验测量[18，19]均表明TaAs家族

材料是外尔半金属，而时间反演对称性破缺的磁

性外尔半金属是最早在理论上提出的[4，5，20，21]，但

直到最近才有材料被理论和实验所确定[22—24]。磁

性外尔半金属与陈绝缘体密切相关，可以用于实

现量子反常霍尔效应(QAHE)；它还允许存在最少

数量的外尔点(即一对手性相反的外尔点)，从而

有利于外尔半金属的理论和实验研究；对于具有

空间反演对称性的磁性材料，人们还可以通过计

算布里渊区 8个时间反演不变点(TRIM)上的占据

态波函数的宇称本征值来判断部分外尔点的存

在，从而极大地简化了对外尔半金属材料的搜索。

本文综述了近年来国内外磁性外尔半金属的

related effects through the outer magnetic field. In this work we introduce the basic principles of

magnetic WSMs, including a theoretical model and calculation of the topological number, then

review the theoretical predictions and experimental studies of some typical materials, as well as the

latest developments in magnetic topological quantum chemistry and high-throughput calculations

of magnetic topological materials. Finally, we discuss the prospects for magnetic WSMs and future

research directions.

Keywords magnetic Weyl semimetal, first-principles calculation, quantum anomalous Hall effect
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研究进展，包括最近首次被实验证实的磁性外尔

半金属Co3Sn2S2
[22，23，25]，以及磁性拓扑的最新进展

——磁性拓扑量子化学的内容和磁性拓扑材料的

高通量检索。最后对磁性拓扑电子体系的未来进

行了展望。

2 磁性外尔半金属理论

2.1 破坏时间反演对称性的外尔半金属模型

我们考虑一个简立方晶格模型，假设每个格

点上都有一对宇称相反的局域轨道(譬如 s、p轨

道)。在此轨道基组下，体系哈密顿量 H(k) 在空

间反演操作 τz 下保持不变，即 H(k) = τ -1
z H(-k)τz 。

该两带模型哈密顿量可以写为[26]

H(k) =(2 + γ - cos kx - cos ky - cos kz)τz +

(sin kx)τx + (sin ky)τy .

当 |γ| < 1时，两条能带在 (0,0, ±k0) (其中 cos k0 = γ )

处相交，形成一对手性相反的外尔点；当 |γ| > 1

时，等价于平庸的原子绝缘体；当 γ = 0 时，

ki = 0 和 ki = π (i = x, y, z)平面的陈数分别为 1 和

0，也就意味着在 ki = 0 和 ki = π

平面之间存在奇数个外尔点。因

此可以看出，从 γ = -1开始，外

尔点在布里渊区的边界产生，随

着 γ的增大逐渐向布里渊区中心

靠近，当 γ = 1时两个手性相反的

外尔点湮灭在布里渊区中心[27]。

图 1(a)中显示的是当 γ = 0.5

时沿 kz 轴的能带色散。如图 1(b)

所示，当化学势 EF = 0 时，费米

面仅由 2个点 (0,0, ±k0) 构成。当

EF 增大时，费米面逐渐由两个点

变成两个包围外尔点的球形，如

果继续增大化学势，两个球形会

融合在一起形成一个花生状的费

米面。与此同时，由于导带的贝

里曲率与价带的符号相反，反常

霍尔电导随着化学势的上升而减

小。最后，当两条能带都被完全占据时，所有能

带上总的贝里曲率相互抵消，费米面上的净陈数

为零，这种金属态就不是外尔半金属了。因此，

外尔点足够接近化学势对表现出外尔半金属的性

质是非常重要的。

2.2 外尔点的陈数

考虑上述模型中 |γ| < 1的情况，此时在布里渊

区的 kz 轴上有一对手性相反的外尔点，如图 1(c)

所示。假设有一个垂直于 kz 的二维平面，只要该

平面不是恰好切过外尔点，那么面内的能带都是

完全打开能隙的，可以用陈数来定义这个二维电

子体系。我们将这个二维平面从 kz = -π 向 kz = π

移动，就可以得到陈数关于 kz 的变化[26]。当平面

经过外尔点时，陈数应该变化 ±1 (符号取决于外

尔点的手性)，这是因为在外尔点处存在拓扑相

变，二维平面的带隙会先闭合再重新打开。如果

化学势位于二维陈绝缘体的能隙内，那么其边界

上只有手性边缘态对费米面有贡献，对于陈数非

零的平面，手性边缘态所贡献的费米面是孤立的

图1 磁性外尔半金属的基本性质 (a)磁性外尔半金属沿 kz 方向的能带色散；(b)反

常霍尔电导(AHC)与化学势位置的关系(内插图表示不同的费米面)；(c)三维动量空间

中的两个手性相反(±1)的外尔点沿 kz 的分布。底部函数图表示：对于每个固定 kz 的

二维平面，作为 kz 函数的陈数 Z(kz) 的变化过程[26]；(d)三维布里渊区中的外尔点和表

面费米弧图[27]
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点。因此，在 (kx , kz) 面或 (ky , kz) 面上，随着 kz

的变化这些点的轨迹就形成了连接两个外尔点的

非闭合的费米弧，如图 1(d)所示。如果在布里渊

区中围绕外尔点构造一个封闭流形(即由两个平行

平面和四个侧边面组成的长方体)，将贝里曲率在

参数空间( k 空间)中的分布看作磁场，由于周期

边界条件，流过四个侧面的磁通正好互相抵消。

那么流过封闭流形的总磁通(除以 2π )就等于两个

平行平面的陈数之差，也就是流形所包围的外尔

点的手性(即 ±1 )。为了满足晶格的周期边界条

件，如果存在陈数变化的一次正跳跃( +1 )，那么

就会出现与之对应的负跳跃( -1 )，因此具有相反

手性的外尔点必然会成对出现。这就是三维外尔

半金属与二维陈绝缘体之间的关系，对于某些三

维的外尔半金属材料来说，可以将其构造成一个

二维薄膜，将 kz 量子化，在某些特定的厚度就有

可能出现二维陈绝缘体，实现量子反常霍尔效应。

3 磁性外尔半金属材料的预测与实验

3.1 A2Ir2O7和HgCr2Se4

随着磁性外尔半金属的理论机制被提出，很

多理论计算和实验工作开始尝试预测和寻找相应

的磁性晶体材料。2011年，有理论提出，具有非

共线全进全出 (AIAO)磁序的烧绿石结构体系

A2Ir2O7 (A=Y或某些稀土元素)可能是外尔半金属[4]。

以Y2Ir2O7为例，在第一性原理计算中，通过改变

Ir原子上电子关联强度U，可使得该体系在费米

能级附近存在外尔点；随着U逐渐增强，外尔点

之间会逐渐靠近并发生湮灭，导致绝缘相。

过渡金属元素中 5d轨道的强自旋轨道耦合、

磁结构和电子关联都对理解烧绿石中的外尔半金

属相至关重要。实验已经证实了一些烧绿石的磁

序为AIAO型[28—31]，但A2Ir2O7 (A=Y, Eu, Nd)在低温

下被证明是绝缘体[32—35]。实验发现，Eu2Ir2O7在加

压下出现了外尔半金属的临界相[27，33]。在Nd2Ir2O7

中用Rh替代 Ir后可以观察到线性光电导[34]，也有

实验通过替换不同的A离子来研究材料的光电导

行为[36]。对于Pr2Ir2O7，在低温下可以通过某些调

控转变为磁性外尔半金属相[37，38]。磁性外尔半金

属的体态中存在外尔点意味着在表面或磁畴壁上

会存在费米弧，因此磁畴壁是导电的。已有实验

在Nd2Ir2O7的磁畴壁上发现了很高的电导率，表

现出外尔半金属相的特征[39—41]，但Yamaji和 Imada

研究组发现，即使在外尔点湮灭形成绝缘体的情

况下，磁畴壁上的导电性仍然可能存在 [42]。总

之，到目前为止还没有实验发现烧绿石晶体结构

中存在外尔半金属的直接证据，

尤其是缺少能够观测能带结构的

角分辨光电子能谱的实验证据。

2011年，铁磁尖晶石结构的

HgCr2Se4被理论提出可以成为只

有一对外尔点的外尔半金属[5，43]。

第一性原理计算表明 HgCr2Se4的

铁磁相要比顺磁相更稳定。如图

2(a)所示，在不考虑自旋轨道耦

合(SOC)时，自旋向上的能带存在

能隙，而自旋向下的能带在Γ点附

近存在交点，这表明系统接近于

“零带隙半金属”，也意味着在Γ点

附近存在反带；考虑SOC且磁化

方向沿着 kz 方向，如图 2(d)所

示，Γ点附近的能带存在A、B两

图2 HgCr2Se4的电子结构与外尔点 (a)不考虑SOC时的能带(分为自旋向上和自旋

向下的能带)；(b)动量空间中的能带交点分布；(c)陈数作为 kz 函数的变化；(d)考虑

SOC后的能带结构，内插图展示了Γ点附近的能带细节[5]
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种类型的交点：A交点在Γ—Z路径上产生一对位

于 kz = ±k c
z 的外尔点；B交点在 kz = 0 的平面上产

生了一个围绕Γ点的闭合环，并被 kz = 0 面上的镜

面对称保护。如果磁化方向不垂直于该镜面时，

可以消除B交点。

值得注意的是，该材料中的外尔点随着磁化

方向的变化会产生变化。当磁化沿着[001]方向

时，只有一对磁荷为 2的外尔点，有两条费米弧

与之表面投影相连。当磁化方向沿着[111]方向

时，有多对磁荷为 1的外尔点。虽然目前该材料

中存在外尔点的实验证据尚不充分，但HgCr2Se4

中仅存在一对外尔点的预测引起了一系列关于该

材料的磁性和输运特性的研究[44—47]。

3.2 多层拓扑绝缘体堆叠设计

从早期的外尔半金属理论研究工作开始，人

们就提出，可以在磁性原子掺杂的拓扑绝缘体

(TI)和普通绝缘体(NI)的薄膜组成的磁性多层结构

中实现铁磁外尔半金属相[13，20，21]。当三维TI被磁性

原子掺杂时，其表面的狄拉克锥由于铁磁序破坏

时间反演对称性而出现能隙，从而导致量子反常

霍尔效应[48—50]。通过将这些TI薄膜与NI薄膜相互

叠加，由于层内和层间的隧穿效应，TI薄膜的顶

部和底部的表面态发生耦合，导

致出现垂直于各层的能带色散。

根据层内和层间隧穿耦合强度的

比值，该体系可以表现出三维的

磁性 TI 相和 NI 相。在这些相之

间会出现外尔半金属态，在外尔

点处闭合带隙[51]。如果掺杂比例

适当，那么磁掺杂三维TI也可以

表现出外尔半金属相[52]。从平均

场理论来看，Bi2(SexTe1- x)3 中约

10%的Cr掺杂可以将体系从TI相

诱导到外尔半金属相。

3.3 MnBi2Te4家族的铁磁态

最近人们在理论和实验上发

现，层状材料MnBi2Te4的反铁磁

基态存在拓扑绝缘体相。通过层数和反铁磁—铁

磁相变调控，实现了轴子绝缘体态和不同陈数量

子化反常霍尔效应等。理论上，铁磁的MnBi2Te4

是只有一对外尔点的外尔半金属。对于同家族材

料MnSb2Te4，理论计算表明，需要增大Sb原子的

SOC强度超过10%或者沿层间方向压缩1%才能实

现外尔半金属相[53]，也是只有一对在费米能上的

外尔点。

3.4 非共线反铁磁半金属Mn3Sn和Mn3Ge

根据第一性原理计算结果，非共线反铁磁材

料Mn3Sn和Mn3Ge是一种外尔半金属[54]。排列在

Kagome晶格层中的Mn原子在面内形成AIAO型

的非共线反铁磁。由于 Mn3Sn 这类材料的反铁

磁交换耦合和 Dzyaloshinskii—Moriya 相互作用

的组合破坏了 PT 对称性，从而允许能带中出现

外尔点。

当不考虑SOC时，Mn3Sn的低能能带结构会

形成围绕K点的节点环；考虑SOC后，该节点环

演化成K点附近的多对外尔点。在Mn3Sn中磁矩

方向可以由一个大约几百奥斯特的外加磁场来控

制。通过在 x—y面内旋转磁场，外尔点的位置可

图3 Co3Sn2S2的晶体结构 (a)和Co原子构成的Kagome层状子格(b)。蓝色和黄色小球

分别代表Co原子和S原子，绿色和红色大球分别代表Sn1和Sn2位置的Sn原子；(c)

不考虑SOC的自旋极化的能带结构；(d)考虑SOC的能带结构[22]
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能会在节点环附近移动 [55]。第一性原理计算表

明，Mn3X (X=Sn, Ge, Ga)中存在很强的反常霍尔

效应(AHE)、反常能斯特效应(ANE)、自旋霍尔效

应(SHE)和自旋能斯特效应(SNE)[60]，并很快得到

了实验的证实[55—61]。

3.5 层状Kagome结构铁磁半金属Co3Sn2S2

具有较大的内禀反常霍尔效应是磁性外尔半

金属的特性之一，可以为寻找磁性外尔半金属材

料提供线索。2018 年，有两个研究团队各自独

立、同时在具有 Kagome 子格结构的铁磁性

Co3Sn2S2中发现了很强的反常霍尔效应。通过第

一性原理计算，他们分别提出，Co3Sn2S2是一种

比较理想的铁磁外尔半金属[22，23，25]，其中有三对

外尔点，且外尔点能量仅高于费米能级 60 meV。

Co3Sn2S2的晶体结构和 Co 原子构成的 Kagome 结

构分别如图 3(a)和(b)所示。根据第一性原理计

算，当不考虑SOC时，自旋向下的能带打开能隙

而自旋向上的能带在费米能级附近出现交叉形成

外尔点，如图 3(c)所示。图 3(d)表示考虑 SOC后

的能带结构。Co3Sn2S2具有较高的磁转变温度，

较强的磁矫顽力，这些都非常有利于角分辨光电

子能谱(ARPES)的实验测量。随着这种铁磁外尔

半金属材料的提出，有许多后续工作跟进。

实验直接观测费米弧及外尔点是确定外尔

半金属相存在的必要条件。2019 年，牛津大学

实验组通过ARPES谱学测量，在铁磁Co3Sn2S2中

清楚地观测到了(001)表面的费米弧和体态外尔

点[23，62]，如图 4(a)—(d)所示。输运测量还显示出

高达 103 Ω−1cm−1的超大反常霍尔电导和约 20%的

巨反常霍尔角(反常霍尔电导率与纵向电导率之

比)，如图4(e)，(f)所示，这些是传统磁性材料无

法同时达到的 [23]。电输运测量表明，Co3Sn2S2中

存在非饱和的正磁阻效应和较低的载流子浓度，

表现出补偿型半金属特征。在居里温度以下，

Co3Sn2S2中的反常霍尔电导对温度和纵向电导均

无依赖关系，表明该体系中的反常霍尔效应主要

由动量空间中的贝利曲率贡献。在较宽的温区内

稳定存在的贝利曲率与低载流子浓度半金属特性

图4 Co3Sn2S2的实验测量 (a-i)计算得到的费米面(FS)，紫色和绿色点表示手性相反的外尔点，红色箭头表示表面费米弧(SFA)，

(a-ii)—(a-vi)实验在不同光子能量下测得的费米面，费米弧均符合(a-i)的计算结果；(b) K̄′点附近的实验能带结构的三维强度图。红

色箭头表示费米弧和拓扑表面态(TSSs)的分布；(c-i)115 eV光子能量下测量的三维ARPES强度图，灰色平面表示(c-ii)中色散切割的

位置，(c-ii)能带色散在 EF 上方呈外尔点的线性色散，与计算结果一致(红色曲线)；(d-i)掺钾提高 EF 后测得的三维ARPES强度图，

可以直接看到绿色箭头标记的外尔点，(d-ii)在外尔点上能带呈线性色散，与计算结果吻合(红色曲线)[62]；(e)零磁场下反常霍尔电导

率与温度的关系；(f)零磁场下反常霍尔电导率、电荷电导率和反常霍尔角与温度的关系[23]
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使得 Co3Sn2S2获得了巨大的反常霍尔角。同时，

还有实验观察到了在强磁场下磁阻的Shubnikov—

de Haas 量子振荡和手性反常 (chiral anomaly)所

导致的负磁阻现象[23]。表面探针技术，如扫描隧道

显微镜 (STM)，是研究费米弧的另一种方法。

Morali等人通过对 STM中的准粒子干涉谱分析，

发现Co3Sn2S2的费米弧具有截止面依赖性 [63]。以

上实验结果与理论计算的预言完全吻合，共同证

明了理论计算的准确性和可靠性，表明Co3Sn2S2

是首个可以实现外尔半金属的反常输运特性的良

好平台，也为高温量子反常霍尔效应的实现提供

了理想的载体。在该磁性外尔半金属中，人们还

发现了许多与外尔点和贝里曲率有关的物性和效

应，包括大反常能斯特效应、拓扑表面态电催化、

中等程度电子关联、自旋激发能隙温度依赖等。

4 磁空间群拓扑理论进展

4.1 磁性拓扑量子化学理论

群表示理论为各种物理和化学问题的研究，

包括相变的表征、分子结构的识别，以及对固体

能带结构中由对称性保护的拓扑相的分类，提供

了理论基础和研究方法。此前拓扑量子化学理论

(TQC)和对称性指标理论等已经完成了针对于非

磁性晶体的空间群表示理论。而在过去的 70 年

里，由于磁性晶体复杂的对称性，许多类似顺

磁空间群的性质，例如动量空间中的磁群的共表

示(coreps)和元能带表示(EBRs)的推导基本上都

停滞不前。最近，普林斯顿大学研究组通过导出

单磁群(无自旋轨道耦合)和双磁群(有自旋轨道耦

合)的小共表示、相容性关系和磁性元能带表示

(MEBRs) [64]，完成了磁群理论问题。他们利用

MEBRs将之前的拓扑量子化学理论扩展到磁性空

间群(MSG)中，形成了一套完整的可以描述磁性

晶体的磁性拓扑量子化学理论(MTQC)。

满足时间反演对称性(TRS)的周期系统(通常指

非磁性晶体)由非磁性(II型) 舒布尼科夫(Shubnikov)

空间群(SSGs)描述。SSG共有 1651种，可分为 4

类：除 II型SSG (有230种，其群表示理论已经相

当成熟)描述顺磁体系之外，另外3类分别描述磁

性体系；其中 I型磁性空间群只包含幺正的晶体对

称性，III型磁性空间群包含TRS与晶体对称性(旋

转或镜面)的组合，以及 IV型磁性空间群包含TRS

与分数晶格矢量平移操作的组合，如表1所示。

普林斯顿大学研究组结合 Bilbao 晶体服务

器的数据，推导出了 1651 种 SSG 的小共表示和

MEBRs，并利用这些结论构建了一套完整的平均

场近似下的能带拓扑理论——磁性拓扑量子化学

理论(MTQC)。

MTQC 从磁性晶格的位置空间的磁性原子

轨道(譬如局域的Wannier函数轨道)出发，得到了

由原子轨道诱导的动量空间中的能带共表示

(MEBR)，进而从MEBRs的数学结构推导出每个

磁群的拓扑信息，例如磁群中的相容性关系、磁

性拓扑绝缘体的强拓扑分类以及基于能带表示的

拓扑指标(SI)的计算公式。此外，他们还根据拓

扑态的体—边界对应关系对所有磁群的拓扑指标

进行了物理解释。图 5 展示了 MTQC 的完整流

程。对于一组能带，通过计算它在所有高对称点

上的小群共表示，可以判断这组能带是否满足该

空间群所定义的一组相容性关系[65]。如果这组相

表1 1651个SSG中全套的平庸能带和对称性表示的有自旋

的稳定拓扑能带，可以细分到230种 II型非磁性SGs和1421

种 I型、III型和 IV型磁性空间群 1) [64]

舒布尼科夫

（Shubnikov）空

间群

(1651)

（共）表示

相容性关系

元能带表示

（相容性关系）强

制的半金属

对称性指标群

对称性指标公式

脆拓扑判据

稳定不变量

边界态

对称性指标

→不变量

I类舒布尼

科夫空间群

（磁群）

(230)

√
√
√
√
√
√

*

*

√

II类舒布尼

科夫空间群

（灰群）

(230)

√
√
√
√
√
√
√
√
√
√

III类舒布尼

科夫空间群

（磁群）

(674)

√
√
√
√
√
√

*

*

√

IV类舒布尼

科夫空间群

（磁群）

(517)

√
√
√
√
√
√

*

*

√
1)星标表示MTQC目前已经解决的有关磁群表示和拓扑信息
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容性关系不被破坏，这组能带与其他能带之间不

存在对称性保护的简并点 (偶然简并除外)；否

则，这组能带不可避免地与其他能带发生交叉，

并在两个高对称点之间形成对称性保护的简并点。

如果这组能带与其他能带在高对称路径上没有任

何对称性保护的交点，那么这些能带就可以被进

一步分类为强拓扑绝缘体 (TI)、脆拓扑绝缘体

(Fragile TI)或者平庸的原子绝缘体(LCEBR)。相

反，如果这些带与其他能带之间存在被对称性保

护的简并，那么这组能带就被分类为半金属(SM)。

MTQC的相关内容已在Bilbao晶体服务器网

站上公开，可以广泛地应用于对磁结构的中子散

射研究，对时间反演破缺的超导序的表征，以及

对磁性拓扑相的分类。

4.2 磁性拓扑材料的高通量计算

普林斯顿大学研究组利用MTQC推导出了晶体

(费米子或玻色子体系)的能带结构中由对称性决

定的所有对称性拓扑指标(SIs)，并应用于对磁性拓

扑材料的高通量检索 [66]。他们基于第一性原理，

对Bilbao磁性材料晶体库中的 549个由中子散射

实验得出的晶体磁结构进行了高通量计算，确定

了 130种由对称操作本征值表征的磁性半金属和

拓扑绝缘体。对于每种磁性材

料，在平均场近似下考虑 d或 f轨

道电子的强关联效应，得到了能

带拓扑随关联强度变化的拓扑相

图。这些拓扑材料中有一部分材

料显示出了以往未知的拓扑相，

例如由对称性指标确定的磁性半

金属、三维量子反常霍尔绝缘体

以及高阶磁性半金属等。在这130

种拓扑材料中，有 60%具有对关

联作用敏感的拓扑，而其他材料

在不同的关联强度下具有稳定的

拓扑。通过识别能带的磁共表示

(irreps)，这些材料可分为以下6个

不同的拓扑相：

(1)能带的对称性表示与原子

绝缘体等价的平庸绝缘相；

(2)在费米能级的高对称点上，存在由对称性

保护的简并点的ESFD型半金属；

(3)由相容性关系决定的拓扑半金属。这类半

金属在布里渊区高对称路径上存在不可避免的能

级交叉；

(4)可以由拓扑指标来判定的Smith-index半金

属。这类半金属在布里渊区的一般位置(远离高对

称点/线/面)上存在不可避免的交叉点；

(5)强拓扑绝缘体。强拓扑绝缘相在能带表示

上与任何原子绝缘体的线性组合都不等价，因此

强拓扑相在与原子绝缘体耦合时是稳定的；

(6)脆拓扑绝缘体。其能带表示不对应任何原

子绝缘体之和，但是等价于两种原子绝缘体之

差。因此脆拓扑相总是可以与某种原子绝缘体耦

合回到原子极限，是不稳定的。

下面选择了由磁性拓扑量子化学理论预测的

几种在费米能级上能带结构相对简单的代表性拓

扑材料，包括磁性的拓扑半金属：磁群为 Pn3̄m′

(磁群编号224.113)的反铁磁拓扑绝缘体NpBi；磁

群为CAmca (磁群编号 64.480)的反铁磁强拓扑绝

缘体 CaFe2As2；磁群为 FSd3̄c (磁群编号 228.139)

的反铁磁ESFD型半金属NpSe；磁群为PI4/nnc(磁

群编号 126.386)的反铁磁拓扑半金属CeCo2P2；磁

图5 拓扑能带论中MTQC计算三维晶体拓扑能带的完整方案
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群为 R3̄′ (磁群编号148.19)的反铁磁狄拉克半金属

MnGeO3和磁群为 I4/mm′m′ (磁群编号 139.537)的

非共线铁磁拓扑半金属Mn3ZnC。

这种基于实验数据高通量计算搜索出的磁性

拓扑材料大多数都已经合成过，有利于探索其物

理性质以及在不同相类别中的拓扑电子结构。在

此计算中没有发现整个占据态是脆拓扑的例子。

此外，对于不能通过对称性本征值来判断的拓扑

绝缘体和拓扑半金属，该方法将其归类为平庸能

带表示。这个工作为未来的实验和理论研究提供

了一个磁性拓扑材料数据库和用来判断磁性材料

拓扑的开源代码。

5 总结与展望

目前无论是非磁性还是磁性外尔半金属都取

得了相当大的成功，它们的代表性材料分别是TaAs

和Co3Sn2S2。非磁性外尔半金属一般不需要任何

对称性保护，其外尔点可以出现在动量空间的一

般点，因此不能利用拓扑量子化学理论或对称性

指标理论来判断。虽然基于磁空间群的磁性拓扑

半金属的分类有了新的进展，但是在寻找新的磁

性外尔半金属的过程中，第一性原理计算面临很

大的挑战。对于铁磁体以外的复杂磁结构，除非

材料的磁结构是实验已知的，否则从头计算很难

确定出真正的磁结构。在实验方面，由于磁畴壁

的存在，传统的ARPES测量方法无法有效地研究

磁性外尔半金属的能带结构。绝大多数实验报告

的磁性外尔半金属是基于间接证据，如超大的反

常霍尔效应和反常能斯特效应等[16]。

当然，磁性外尔半金属也有其独特的优势，

例如它们的对称性和电子结构对磁结构非常敏

感，我们可以非常方便地利用外加磁场来操纵它

们的拓扑特性和相变，这在自旋电子器件等功能

器件的设计中非常有用。因此，我们需要开展更

多的研究工作来寻找具有接近费米能级的外尔点

的磁性外尔半金属，也需要更可靠的实验方法来

测量和确定磁性外尔半金属的外尔点、费米弧等

拓扑特性。这将会激发更广泛、更深入的理论和

实验方面的努力探索[24]，包括反常霍尔效应、反

常能斯特效应、手性反常效应、零声子[67]、非线性

光学效应[68]、三维量子霍尔效应[69]、自旋电流[70]和

催化[71]等。我们也可以通过加高压或其他方式来

引入磁性外尔半金属的超导耦合、铁电耦合、声

子耦合和光子耦合等[72，73]，这将会给我们带来更

多关于外尔半金属的有趣现象。
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