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1 拓扑能带理论

能带理论是量子力学在固体材料中的一次伟

大应用，催生了半导体和半导体激光等发明，促

进了第三次工业革命。根据量子力学，我们知道

原子中的电子只能处于离散的能级。如果原子之

间的距离很远，那么电子被束缚在各自的原子核

附近，原子系综存在大量的相互独立的简并能级。

然而，如果将原子紧密周期排列，电子可以在不

同的原子间运动，耦合简并的能级，使得简并的

能级间发生能级排斥，能量随着晶格动量的变化

形成连续的能带。人们根据能带带隙的大小将固

体材料分为金属、绝缘体和半导体，能带带隙也

决定了半导体激光、发光二极管的发光频率。

然而，量子力学中的另一个重要特征，量子

相位，在能带理论发展的很长一段时间内却没有

受到太多的关注。转变发生在 1980 年，克利钦

(Von Klitzing)在考虑强磁场中的低温二维电子材

料时，发现了霍尔电导随磁场强度的台阶式变

化[1]。直到索利斯(Thouless)等人利用能带中的电

子布洛赫态构造拓扑不变量来解释整数量子霍尔

效应[2]，人们才意识到拓扑量子相位可决定性地

影响电子的传输行为。在此之前，人们主要通过

对称性自发破缺来理解物态的变化(即相变)。然

而，在整数量子霍尔效应中，体系对称性并没有

发生改变，是能带拓扑不变量的改变带来了霍尔

电导的变化。这种新的物态被称为拓扑物态，之

后迅速成为凝聚态物理的研究热点，使人们在观

念上发生了革命性的转变。

随后，人们逐渐完善了拓扑能带理论：拓扑

相变一般伴随着能带带隙的闭合；非平庸的体态

拓扑特性会带来拓扑边缘态，可以在一定程度上

抵抗缺陷和无序。这是著名的体边对应关系。以

Su—Schrieffer—Heeger (SSH)模型为例[3]，其描述

电子在强键、弱键交错变化的二聚体中的运动。

由于体系具有平移不变性，一个原胞包含两个原

子，能量随晶格动量的变化形成两条能带。在电

场的作用下，当电子在一条能带上绝热演化一个

周期，体系会积累一个依赖于布洛赫态的几何相

位[4]，被称为扎克(Zak)相位。如果原胞内的耦合

小于原胞之间的耦合(图 1(a))，扫描整个能带积累

的扎克相位为 π (图 1(c))，是拓扑非平庸的；如果

原胞内的耦合大于原胞之间的耦合(图 1(b))，扫

描整个能带积累的扎克相位为零(图 1(d))，是拓

扑平庸的。原胞内的耦合等于原胞之间的耦合是

拓扑相变点，两条能带发生能隙闭合。在开边界

条件下，当扎克相位为 π时，存在两个零能模式
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图1 拓扑能带理论。拓扑情况下：(a)原胞内隧穿强度 v小

于原胞间隧穿强度 w；(c)能带图，颜色的变化代表布洛赫

态在奇偶格点的耦合强度的变化； (e)开边界条件下的能

谱，中间存在两个零能模式，分别对应插图中局域在左边

和右边的边缘态。平庸情况下：(b)原胞内隧穿强度 v大于

原胞间隧穿强度w；(d)能带图；(f)开边界条件下的能谱
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(图 1(e))，分别对应局域在左边界和右边界的边缘

态(图 1(a)上的插图)；当扎克相位为零时，体系不

存在边缘态(图1(f))。

后来，霍尔丹(Haldane)提出一个无需磁场也

能出现量子化霍尔电导的模型[5]，指出时间反演对

称性破缺才是整数量子霍尔效应的关键。沿着这

一思路，人们根据对称性和维度对无相互作用的

电子体系进行拓扑分类，并利用拓扑能带理论预

言了许多新奇的拓扑物态，比如拓扑绝缘体、自

旋量子霍尔效应、量子反常霍尔效应等。拓扑能带

理论已经成为一个研究拓扑量子物态的强大工具[6]。

2 波导量子电动力学

近年来，人们利用拓扑物态来设计和调控光

场，逐步发展了拓扑光子学这一前沿领域[7]。对

光子体系而言，人们可以很容易调控增益、耗散

以及光与原子之间的相互作用，已经实现了拓扑

绝缘体激光[8]，其具有更优异的单色性、发光效

率和稳定性。为了更好地揭示拓扑特性对光与物

质相互作用的影响，我们需要回归到更加基础的

量子电动力学。

波导量子电动力学研究原子—波导体系中光

子与原子的相互作用[9]。由于光子被限制在波导

内传播，大大增强了光子和原子之间的相互作用。

光子波导适合长距离、低损耗的信息传输，原子

(或人工原子)一般由原子、分子、超导比特或者

量子点组成，可以实现复杂的信息处理和长时间

的信息存储。波导量子电动力学体系结合了光子

波导和原子各自的优势，将成为量子信息输运、

存储和处理的基本组成单元和关键节点。近年来，

人们已经基于超导比特线路、冷原子与光纤耦合、

量子点与波导耦合等平台实现了波导量子电动力

学体系。基于波导量子电动力学体系，研究拓扑

特性对光子散射的影响，有助于实现拓扑保护的

光量子器件、量子通信以及量子信息处理。

拓扑波导量子电动力学的早期工作主要是研

究拓扑边缘态[10—12]。然而，体态拓扑特性如何影

响光子散射仍然不清楚。由于光子可以协助激发

子在任意的原子之间实现长程隧穿，光子散射使

得激发子的能量发散并导致能带不连续，我们无

法直接运用拓扑能带理论来理解体态的拓扑性质。

这要求我们发展新的理论来分析波导量子电动力

学体系中的拓扑特性对光子散射的影响[13]。

3 拓扑反能带

不失一般性，我们考虑具有空间反射对称性

的波导量子电动力学体系，如图 2(a)所示，原子

的位置空间 j 被周期调制，zj = dj + δ cos θ (-1) j，

其中，d为平均原子间距，δ为调制强度，θ为调

制相位。这里，每个原胞包含两个原子。在周期

性边界条件下，该体系具有平移不变性，晶格动

量 k是一个守恒量。我们可以得到本征能量随晶

格动量的变化，形成的能带如图 2(c)所示。其中

一个能带在某些特定晶格动量附近发散，分裂为

不连续的上下两支。能带的发散来源于激发子在

不同原子之间存在长程耦合。不连续的能带阻碍

了我们进一步计算能带的拓扑不变量。

为了解决拓扑能带理论失效的问题，我们提

出了反能带这一新概念：能量的倒数随晶格动量

连续的变化，ω̄k = (ωk -ω0 )-1，其中ω0 是两能级

原子的共振频率。通过变换，能带中不连续的两

个分支精确映射成为一个连续的反能带(图 2(d))。

由于反能带与能带的本征值之间一一对应，他

们具有相同的布洛赫态 | ūn, k ，所以反能带中布

洛赫态的整体拓扑相位也能反映原来体系的拓

图2 波导量子电动力学体系中的能带与反能带 (a)波导

与原子阵列耦合，其中每个原胞包含两个原子；(b)与(a)拓

扑等价的 SSH模型，在左右边界上存在辐射衰减；(c)不连

续的反能带；(d)连续的反能带
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扑特性。我们可以计算反能带

以及反能带的扎克相位， γ =

∫
-π/2

+π/2

ūn, k|
∂
∂k

|ūn, k dk。由于体系具

有反射对称性，所以扎克相位要

么 γ = 0，要么 γ = π。我们发现

随着结构参数 θ 和频率参数 φ

= ωd/c ≈ ω0d/c 的改变，扎克相

位在 γ = 0和 γ = π之间发生转变，

如图 3(a)所示。其中，黄色区域

代 表 γ = π， 白 色 区 域 代 表

γ = 0。当拓扑相变发生时，反能

带的带隙也会发生闭合。在电子

材料中，拓扑相位大部分由晶格结构决定，而在

我们研究波动量子电动体系时，可以通过改变入

射光子的频率来驱动拓扑相变。

在拓扑能带理论中，体边对应是一个非常重

要的发现。然而，在开边界条件下，不管在平庸

相还是拓扑相，在反能带的带隙中，都不存在孤

立的边缘态，如图 3(c)所示。为了解释体边对应

的破缺，我们计算有效哈密顿量的逆，得到一个

在左右两端点带耗散衰减项的等效 SSH模型(图 2

(b))。由于左右两端的激发子很容易变成光子逃出

原子阵列，破坏了拓扑边缘态。然而，如果将拓

扑平庸和拓扑非平庸的结构拼接，在界面处仍然

可出现拓扑边缘态，这是因为在界面处并不存在

耗散衰减。

虽然左右两端的耗散破坏了拓扑边缘态，但

是耗散也会带来对称的标度不变的局域态 (图 3

(b))，|ψ loc ( j )|2 ~ (e-αj/N + eαj/N )2，其概率由两端向内

部衰减，衰减率(α/N)是原胞数的倒数。为了揭

示标度不变的局域态在不同反能带的分布，我们

在反能谱中用颜色来表示所有态的反参与率，

IPR =∑j
|ψn ( j )|4。反参与率越大，对应的本征态

越局域，反之越延展。图3(c)中黄色对应的本征态

是标度不变的局域态。我们发现，在拓扑平庸相，

标度不变的局域态分布在两个反能带；而在拓扑

相，标度不变的局域态分布在其中一个反能带。

拓扑体系中的耗散衰减一方面破坏了传统的体边

对应关系，另一方面也会带来新的体边对应关系。

4 光子散射

为了理解激发子态的拓扑如何影响光子散射，

我们考虑一个动量为 κ的光子入射波导，通过跟

激发子相互作用之后，要么透射，要么反射。光

子透射和反射会携带激发子拓扑的信息。我们

将透射系数 (tκ)和反射系数 ( rκ )当成一个二能级

量子态的两个分量，|ψκ = ( tκ, rκ )T。为了得到散

射的振幅和相位全部信息，我们定义散射纹

理，s i = ψκ|σ i|ψκ ，其中σ i是泡利矩阵。如果用 κ

的 变 化 扫 描 其 中 一 个 反 能 带 ， 散 射 纹 理 s

= ( sx, sy, sz )的轨迹落在一个平面上。我们可以在

该平面上定义轨迹缠绕原点的圈数。这个缠绕数

不仅取决于激发子反能带的扎克相位，还依赖于

原胞数目的奇偶性。当原胞数是偶数时，如果激

发子反能带的扎克相位是 π，光子散射的绕数为

1；如果激发子反能带的扎克相位为 0，光子散射

的绕数为 0。当原胞是偶数时，上面的情况刚好

相反。这一发现揭示了拓扑和光子散射的复杂性。

5 总结与展望

拓扑反能带提供了一个理论框架来理解光与

原子相互作用中的拓扑量子物态，特别是无法用

图3 拓扑相变以及新奇的体边对应关系 (a)扎克相位随结构参数 θ和频率参数 φ

的变化；(b)对称的标度不变的局域态；(c)标度不变的局域态(黄颜色)在反能带的布

居：拓扑的情况下，布居在一个反能带上；平庸的情况下，布居在两个反能带上
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拓扑能带理论理解的现象，如拓扑特性对光子散

射的影响。我们可以将这一理论推广到高维的波

导量子电动力学体系。由于高维度的体系支持更

多的对称性以及更加丰富的拓扑量子物态，研究

此类拓扑量子物态将增进我们对光与物质相互作

用的理解。

致 谢 感谢黄嘉璇同学和柳文洁博士的理论

支持。
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学术志业源自个人内心的强烈召唤

悟理小言

美国科学家巴丁 (John Bardeen，1908—1991)是

迄今为止唯一获得过两次诺贝尔物理学奖的学者，

但世人对他相当陌生。

巴丁的中学和大学成绩并不特别耀眼，他曾申

请英国剑桥大学博士班却被拒绝了，但亲近指导过

他的师长都看出了他的才华非凡。巴丁不古(搞)怪，

不上镜，在人群中默默无闻，他没有一丝世人眼中

出格的“天才形象”。

巴丁电机硕士毕业后在海湾石油公司工作，

待遇优渥，但三年后他毅然辞职去读物理数学博

士学位。博士毕业及做完三年博士后研究后，他

获得了明尼苏达大学的

教职，年薪只约为在海

湾石油公司时的半数。

发明晶体管后，巴丁决

心转向超导体研究并离

开贝尔实验室。他接受

伊利诺伊大学的教职，

年薪比在贝尔实验室时

低得多。

在伊利诺伊州无边

无际的玉米田中，每当

巴丁奋力挥(高尔夫球)

杆，继而仰望广阔苍穹之时，他或许觉得了解半导

体的能隙以及超导体的能隙，足以弥补学术界与工

业界间的巨大薪资差异。

1962年，巴丁已经获得了第一个诺贝尔物理学

奖(发明晶体管)，并发表了后来将得到第二个诺贝尔

物理学奖的成果(BCS超导体理论)，他却于伦敦举行

的“第八届国际低温物理会议”上马失前蹄，在争

论超导体—绝缘体—超导体隧道结的电子对/超导电

流隧穿行为时，败给了初出茅庐的 22岁剑桥大学研

究生约瑟夫森(Brian Josephson)。当今，开发高质量

和高可靠性的超导体—绝缘体—超导体隧道结(或其

他广义的约瑟夫森结)器件，已成为制作超导量子计

算机的关键前提。关于巴丁和约瑟夫森两人对超导

电流能否隧穿通过一道薄绝缘层之争论的来龙去脉，

请参考林志忠《细节与专家——Bardeen马失前蹄？》

(物理，2017，46(10)：697)一文。

附记：丘成桐获得博士学位之后的第一份工

作与之有异曲同工之妙。丘成桐听从导师陈省身

的建议，婉谢了其他几所大学的聘任而接受普林

斯顿高等研究院的职位，但后者的薪资不及前者的

一半。

(台湾阳明交通大学 林志忠 供稿)巴丁奋力挥杆
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