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评述

保真率与量子相变*

顾世建昄暋暋林海青
(香港中文大学物理系)

摘暋要暋暋量子相变是量子多体理论中的一个重要概念,保真度则是量子信息学的重要概念.文章简单介绍了一

个量子系统的基态对系统参量的响应,即保真率,在量子相变中的行为.作为理解量子相变的一个新的视角,保真

度方法的优势在于它是一个纯粹的几何学量,所以在研究相变过程中不需要考虑任何预设的序参量.文章用通俗

的语言介绍了基态保真度、保真率、量子绝热维度以及它们的物理意义.为便于理解,文章以 Lipkin灢Meshkov灢Glick
模型与 Kitaev蜂巢模型为例,对保真率在这两个模型中的性质做了简单介绍.
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1暋引言

保真度是一个信息学上的概念,它度量的是物

理学信息在物理演化中对原始信息的忠诚度[1].比
如,在电子音箱系统中,音乐发烧友口中所谓的“高
保真暠指的就是经各种功率放大器处理后的音乐及

视频信息与原始物理媒介所储存的信息的高度一

致.在日常生活中遇到的信息,通常属于经典信息的

范畴.近年来,由于量子信息学的发展,物理学家对

量子信息的保真度表现了高度的兴趣.因为大家希

望量子信息的载体,如光子,在信息的传输过程中能

够与原始状态保持一致性,所以保真度这个概念被

广泛应用于量子信息系统的研究中.

另一方面,在绝对零温下,量子多体系统的物理

性质一般会随着系统的参量(如外场、粒子间相互作

用等)的变化而发生变化.当系统的物理性质在某一

临界点发生剧变的时候,我们通常说该系统发生了

相变.由于系统处于绝对零温,不存在热力学涨落,
相变本身是通过量子涨落来驱动的,所以这类相变

被叫作量子相变[2].在传统描述相变的理论之中,朗
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道的对称破缺机理是一个非常成功的理论,并被广

泛应用于各种相变的研究之中.近年来,由于量子信

息理论的发展,人们希望从不同的角度,如信息论,
对于量子相变有一种全新的理解.

2暋基态保真度与保真率

顾名思义,相变意味着系统状态的突变.从信息

论的角度来讲,如果我们去比较系统在同一个相中

但处于参数空间不同位置的两个状态,我们会发现

它们非常相似;相反,当这两个状态分别处于相变点

的两边的时候,即使在参数空间它们非常接近,这两

个状态仍然不同.所以,如果我们考虑一个量子多体

系统,它的哈密顿量为

H=H0+毸H1,
其中 H1 是量子相变的驱动项,H0 是非驱动项,对
应的基态为|毞(毸)暤;用态叠加的方式比较在参数

空间两个不同点毸1=毸-毮毸/2,毸2=毸+毮毸/2的两个

态的距离,也就是

F(毸1,毸2)=旤暣毞(毸1)旤毞(毸2)暤旤,
我们期望这个量在量子临界点毸c附近会出现极小值

(见图1).在量子信息研究中,这个量定义了两个纯

态之间的保真度.

图1暋左边:量子相变的一个概略图(纵轴是温度,横轴是系统参

量);右边:保真度在量子相变点附近的行为(来自文献[18])

在量子力学中,系统的物理状态可以表示为希

尔伯特空间的一个矢量,由于量子态通常已经归一

化,两个量子态的内积恰巧定义了这两个矢量在对

应的希尔伯特空间中的夹角,所以保真度同时又是

一个纯粹的几何学上的概念.因此,用保真度来研究

相变的一个明显的好处是不需要考虑系统的对称性

与序参量,所以保真度在量子相变中的表现在近年

来得到了相当广泛的关注[3—7].
显然,保真度的大小依赖于两个态在参数空间

的距离,它并不能很好地反应基态本身对于相互作

用项的响应,所以我们需要对基态做微扰展开.基态

波函数在一级微扰近似下,可以表述为

旤毞(毸+毮毸)暤=

旤毞0(毸)暤+毮毸灦
n

暣毞0(毸)旤H1旤毞n(毸)暤
E0-En

,

这样保真度可以写为

F(毸,毸+毮毸)=1-
(毮毸)2
2 氈F

,

其中 [5,6]

氈F =灦
n

暣毞0(毸)旤H1旤毞n(毸)暤2
(E0-En)2

,

我们称之为保真率.经过傅里叶变换,我们可以得到

保真率与关联函数有如下关系[5]

氈F =曇氂G(氂)d氂,

其中氂是虚时,

G(氂)=暣毞0(毸)旤H1(氂)H1(0)旤毞0(毸)暤

-暣毞0(毸)旤H1(0)旤毞0(毸)暤2,
这个从线性响应理论得到的一般表达式对于我们理

解量子相变有比较重要的意义.
众所周知,热力学相变是由于热力学涨落引起

的,而量子相变是由于量子涨落引起的.前者比较容

易理解,因为热力学系统对外界的响应,如热容量或

磁化率,总可以归结为能量或磁矩在热统计分布下

的涨落.从保真度的角度来讲,相变意味着热力学系

统的状态发生了本质的变化.两个不同温度下的热

力学平衡态的保真度可以定义为[8]:

F(毬,毬曚)=tr 氀(毬)氀(毬曚),
这里氀(毬)为热力学密度矩阵,

氀(毬)=1
Z灦

n
e-毬En旤n暤暣n旤,

以及毬=1/kBT (kB 是玻耳兹曼常数),Z=灦
n
e-毬En

是配分函数.通过一些简单推导,我们可以得到热力

学状态的保真率正比于热容量,也就是[5,6]

氈F =Cv

4毬2 ,

所以从这一层意义上讲,用自由能和保真度来描述

热力学相变,在本质上都是一样的;两者最后都归于

能量的涨落.这一关系式同样也表明了量子信息理

论与热力学理论之间存在一种比较明确的关系.
而在量子相变中,能量的涨落是基态能量的二

级微扰修正,即

d2E0(毸)
d毸2 =2灦

n

暣毞0(毸)旤H1旤毞n(毸)暤2
E0-En

,

我们可以看到该表达式与保真率有点类似但不尽相

同,不同的地方在两个表达式的分母上.当量子相变
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发生时,系统能隙在多数情况下会趋向于零,这是能

量的二阶导数产生奇异性的一个重要原因.显然,保
真率分母上的平方项放大了这种奇异性[9].两者也

有一些共性.能量的二级修正与保真率的有限值都

来自于量子涨落,即由测不准关系引起的力学量的

不确定性.具体的讲,如果 H0 与 H1 相互对易的

话,根据量子力学原理,H0 与 H1 会有共同本征态.
如果基态是两者的共同本征态,保真率与能量的二

级修正中的跃迁项就为零,所以它们自己也为零.只
有当[H0,H1]曎0,涨落关联函数G(氂)不为零,保真

率与能量的二级修正才都不为零.所以说量子涨落

在量子相变中起着非常重要的作用.这种作用,从保

真度的角度来讲,体现了量子相变与热力学相变的

不同之处.

3暋量子绝热维度与量子相变

在普通物理中,一个粒子的状态可以由其速度

与相对位置来描述.如果我们要改变其运动状态,就
必须对它施加一个净的冲量.比如,对一个质量为m
的粒子,如果我们希望把它的速度从v1 加速到v2,
我们需要做的是给其一个冲量,即

f曶t=m(v2-v1),
但如果我们改变一个质量更大的粒子 M,显然我们

需要更大的冲量,即

F曶t=M(v2-v1).
上面的两个式子表明,在普通物理中,如果我们要改

变一个系统的状态,所需要施加的影响,即冲量,是
与系统的质量(大小)成正比的.也就是说,这种影响

是广延的.这种广延性同样存在于经典热力学相变

中.如果我们希望把一个热力学系统绝热的从温度

T1改变到温度T2,我们需要改变系统的能量.从保

真度的角度来讲,系统在两个温度之间的距离其实

就是自由能的差别.不管系统的演化过程是否经过

了临界点,我们可以看到,这种距离与系统大小的关

系是成正比的.所以在经典系统中,保真度和它的主

导项保真率都是广延量.
然而,量子系统的绝热演化过程却完全不一样.

在一般情况下,保真率在临界点是发散的[10,11],正
如比热会在热力学相变点发散一样.当远离相变点

时,系统的比热是广延的;但对基态保真率而言,这
并不是普适的行为.在一个确定的量子相之中,普适

的行为是系统基态的保真率有自己独特的维度依

赖.这个维度可以不同于真实系统的维度,被叫做量

子绝热维度[12],其物理意义是一个量子系统在绝热

演化过程中的尺寸标度指数.
根据这一量子系统所独有的现象,我们可以把量

子相变分为两类,第一类是系统的量子绝热维度在相

变过程中并没有发生变化;而第二类则是发生了变化.
显然在第二类中,量子绝热维度本身就可以作为描述

相变的特征.这为我们理解相变提供了一种新的途径.
现在我们以 Lipkin灢Meshkov灢Glick模型[13]为

例来 介 绍 保 真 率 在 量 子 相 变 中 的 行 为.Lipkin灢
Meshkov灢Glick模型描述的是一堆在横场作用下的

有两两相互作用的自旋.系统的哈密顿量为

H=-1
N灦

i<j

(氁x
i氁x

j +毭氁y
i氁y

j)-h灦
i
氁z

i .

暋暋我们可以看到哈密顿量主要包括两项,即自旋

相互作用项和横场势能项.系统的基态相变正是由

于这两项的相互竞争引起的.当外场h很小时,系统

在xy平面内试图形成铁磁序态(见图2左).虽然

系统哈密顿量对这两种自旋取向没有任何优先性,
但真实的基态会演化到其中的一个态去,所以我们

可以说系统处于一个对称破缺相.另一方面,当外场

h很大时,所有自旋都会被外场沿z方向极化,因此

基态处于一个极化相.量子相变就发生在哈密顿量

的相互作用项与势能项可以比拟的地方:hc=1.0.

图2暋 Lipkin灢Meshkov灢Glick模型的基态的两个相,左边两个

是对称破缺相,而右边表示极化相(这里以4个自旋为例)

由于系统基态在相变过程中发生了很大变化,
所以保真率在相变点附近会出现极大值,甚至是奇

异性[14].图3显示的是不同大小系统的基态保真率

对于外场的依赖关系.我们可以看到在相变点附近,
保真率会随着系统尺寸的增大变得越来越奇异.标
度分析表明其最大值正比于N4/3.这里的4/3相当

于临界的量子绝热维度.进一步的研究表明,量子绝

热维度在对称破缺相中为1,而在极化相中为零.由
此可见,对称破缺相的量子绝热维度本身就可以作

为序参量.虽然在传统方法中,该相变也可以用朗道

的对称破缺理论来描述,但保真率告诉我们,系统在

极化相中的行为象一个完全局域化的单粒子,而与

具体的自旋个数无关,而在对称破缺相中,系统的非

局域性直接导致了保真率的广延性.
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图3暋Lipkin灢Meshkov灢Glick模型在不同系统尺寸下的保真率.
可以看到,保真率在对称破缺相中基本上正比于系统尺寸,而在

极化相中与系统尺寸无关(来自文献[14])

4暋保真率与拓扑量子相变

如前所述,用保真率研究量子相变的一个特点

是它抛弃了序参量的概念,对一些朗道相变理论不

能研究的相变,比如拓扑量子相变,保真度方法也能

够适用并得到比较好的结果.
这里我们以Kitaev蜂巢模型[15]为例,简单讨论

保真率在量子拓扑相变中的行为.Kitaev蜂巢模型

定义在一个蜂巢状格点上(见图4),每个格点上都

有一个局域的1/2自旋.两个近邻的自旋具有相互

作用,但相互作用的方式依赖于连接这两个自旋的

连接方向(见图4).模型的哈密顿量为

H= -Jx 灦
i,j暿xbond

氁x
i氁x

j -Jy 灦
i,j暿ybond

氁y
i氁y

j -Jz 灦
i,j暿zbond

氁z
i氁z

j.

Kitaev蜂巢模型的基态包括两个相.如果我们

在参数空间固定Jx+Jy+Jz=1,就定义了一个平

面.在这个平面上,基态相图可由图5来说明.在相

图中,周围的3个三角形区域代表有能隙相.在这些

相中,除了系统的元激发具有能隙外,另一个重要的

特性是该元激发是一种阿贝耳任意子1).相反,相图

中间的三角形区域是无能隙相,其元激发是非阿贝

耳的任意子.量子相变就发生在这两种区域相交的

边界上.

1)暋任意子是对玻色子和费米子的一种推广.我们知道,对两全同玻

色 子 毞(x1,x2) = 毞(x2,x1),费 米 子 毞(x1,x2) =

-毞(x2,x1);而对于任意子,则是毞(x1,x2)=ei毴毞(x2,x1),

这里的毴是一任意有理数相角.

Kitaev蜂巢模型在无磁通的子空间是可以严

格求解的,这里我们并不打算介绍如何求解,而只讨

论基态 保 真 率 在 对 应 的 拓 扑 相 变 中 的 性 质[17].
图6(b)显示的是保真率在相变点附近的奇异行为,
这种现象在保真率与量子相变的研究中非常普遍.
它描述了系统基态在相变点附近的巨大变化.研究

图4暋Kitaev蜂巢模型的示意图.左边:模型结构,每个格点上都

有一个1/2的自旋;右边:相邻自旋间的相互作用方式依赖与自

旋连接的方向(来自文献[16])

图5暋Kitaev蜂巢模型的基态相图,其中 A为有能隙相,B为无

能隙相

图6暋(a)Kitaev蜂巢模型中的保真率与系统尺寸的关系,在有

能隙相中,保真率正比于L2,而在无能隙相中,其正比于L2lnL;

(b)保真率在临界点两边具有不同的临界行为(来自文献[12])

表明,保真率在量子相变点附近同样具有奇异性与

很好的标度率.因此,保真度方法对拓扑相变也是适

用的.
另一方面,从图6(a)我们看到,在有能隙相中,

保真率正比于系统的尺寸.但奇怪的是,在无能隙相

中,保真率正比于L2lnL.后者有点难以理解.因为

这一维度高于系统的实际维度,从另一个角度来讲,
两个无能隙相中的量子态之间的距离是超广延的.
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